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\noindent{\bf 1. Lý do chọn đề tài}



Xét bài toán sau: Tìm điều kiện cần và đủ để hệ sau vô nghiệm


\[\left( P \right)\quad \left\{ \begin{array}{l}
	f\left( x \right) = {x^T}Ax + 2{a^T}x + {a_0} = 0\\
	g\left( x \right) = {x^T}Bx + 2{b^T}x + ~{b_0} = 0,
\end{array} \right.\]
trong đó $f(x), g(x)$ là các đa thức bậc hai.

Chú ý rằng nếu thay hai phương trình của hệ trên bằng các bất phương trình 
$f(x)>0, g(x)\leq 0$ thì bài toán được giải quyết năm 1971. Nếu thay một trong hai phương trình trên bằng một bất phương trình thì gần đây  bài toán mới được giải quyết một cách triệt để (năm 2016). 

Các câu hỏi dạng trên thu hút được khá nhiều nhà toán học tham gia giải quyết, các kết quả quan trọng về câu hỏi trên được Finsler đưa ra và chứng minh vào năm $1937$, Polyak 1998, Beck 2006, Xia Yong 2016. Điều thú vị là cho đến nay bài toán $(P)$, trên vẫn là một câu hỏi mở.

Trong các bài toán dạng trên chúng tôi thấy một trường hợp khá thú vị đó là mặc dù hệ $\{f(x)=0, g(x)\leq 0\}$ vô nghiệm, nhưng có một dãy $\{x_n\}$ trong $\{x\in\R^n: g(x)\leq 0\}$ để $\lim\limits_{n\rightarrow \infty}f(x_n)=0$. Chúng tôi gọi hệ này có "tiệm cận nghiệm tại vô hạn". Bởi tính thú vị của vấn đề này, chúng tôi chọn đề tài:





\begin{center}
\textbf{Hệ phương trình bậc hai tiệm cận nghiệm tại vô hạn}
\end{center}
làm đề tài cho luận văn của mình.


 




\chapter{Kiến thức chuẩn bị}
\changefontsizes[24pt]{14pt}

\section{Phân tích suy biến (SVD)}



\dl  Một ma trận $\mathbf{A}_{m \times n}$ bất kỳ đều có thể phân tích thành dạng:
\eq
\mathbf{A}_{m \times n}=\mathbf{U}_{m \times m} \boldsymbol{\Sigma}_{m \times n}\left(\mathbf{V}_{n \times n}\right)^{T}.
\label{5quang}\heq
Trong đó, $\mathbf{U}, \mathbf{V}$ là các ma trận trực giao, $\boldsymbol{\Sigma}$ là ma trận đường chéo (có thể  không vuông) với các phần tử trên đường chéo $\sigma_{1} \geq \sigma_{2} \geq \cdots \geq \sigma_{r} \geq 0=0=\cdots=0$ và $r$ là hạng của ma trận $\mathbf{A}$. 
\hdl

\nx  Lưu ý rằng mặc dù $\Sigma$ không phải ma trận vuông, ta vẫn có thể coi nó là ma trận chéo nếu các thành phần khác không của nó chỉ nằm ở vị trí đường chéo, tức tại các vị trí có chỉ số hàng và chỉ số cột là như nhau.
Số lượng các phần tử khác 0 trong $\Sigma$ chính là rank của ma trận $\mathbf{A}$. \hnx

 
\vd 
Cho $	M =\left[\begin{array}{ccc}
		3 & 2 & 2 \\
		2 & 3 & -2
	\end{array}\right]$, ta có $
M=U \cdot \Sigma \cdot V^{\dagger}
$, trong đó $U=\left[\begin{array}{cc}
	\frac{1}{\sqrt{2}} & -\frac{1}{\sqrt{2}} \\
	\frac{1}{\sqrt{2}} & \frac{1}{\sqrt{2}}
\end{array}\right]$, $	\Sigma =\left[\begin{array}{ccc}
5 & 0 & 0 \\
0 & 3 & 0
\end{array}\right]$, $V=\left[\begin{array}{ccc}
\frac{1}{\sqrt{2}} & -\frac{1}{3 \sqrt{2}} & -\frac{2}{3} \\
\frac{1}{\sqrt{2}} & \frac{1}{3 \sqrt{2}} & \frac{2}{3} \\
0 & -\frac{2 \sqrt{2}}{3} & \frac{1}{3}
\end{array}\right]$.
\hvd

\section{Ma trận giả nghịch đảo}

\dn\label{gianghichdao}
Với $A\in M(m,n)$, ma trận giả nghịch đảo Moore–Penrose (sau đây viết gọn là giả nghịch đảo) của $A$  được định nghĩa là ma trận $A^{+}\in M(n,m)$ thỏa mãn cả bốn tính chất sau: 

1. $AA^{+}A=A$;

2. $ A^{+}AA^{+}=A^{+}$;

3. $ (AA^{+})^{T}=AA^{+}$; 

4. $(A^{+}A)^{T}=A^{+}A$.
\hdn

\vd
Cho ma trận $A=\left[\begin{array}{lll}1 & 1 & 1 \\ 1 & 1 & 2 \\ 2 & 2 & 3\end{array}\right]$, dễ thấy rằng det$(A)=0$ (không tồn tại ma trận nghịch đảo của $A$), tuy nhiên giả nghịch đảo của $A$ là 
$$
A^+=\dfrac{1}{6}\left[\begin{array}{ccc}
	5 & -4 & 1 \\
	5 & -4 & 1 \\
	-6 & 6 & 0
\end{array}\right].
$$
\hvd

\dl Với mỗi ma trận $A$ có duy nhất $A^+$ thỏa mãn 4 điều kiện của Định nghĩa \ref{gianghichdao}.\hdl


 




\section{Ma trận nửa xác định dương và các tính chất liên quan}

+ Ma trận đối xứng $A\in S^n$ được gọi là xác định dương nếu
 \eqn \label{ct16}
 x^TAx> 0, \forall x\in \mathbb R^n, x\neq 0 .
 \heqn

+ Ma trận đối xứng $A\in S^n$ được gọi là nửa xác định dương nếu 
\eqn \label{ct17}
x^TAx\geq  0, \forall x\in \mathbb R^n. 
\heqn

+ $A$ là ma trận xác định dương kí hiệu $A\succ 0$.

+ $A$ là ma trận nửa xác định dương kí hiệu $A\succeq 0$.


 

\section{Hệ tiệm cận nghiệm tại vô hạn}
 

Từ nay ta luôn giả sử có hai hàm $f(x)$ và $g(x)$ có dạng lần lượt là
$$\begin{aligned} 
	f(x)=x^TAx-2a^Tx+a_0, \\ 
	g(x)=x^TBx-2b^Tx+b_0. \end{aligned}$$

\dn Hệ $\{f(x)=t, g(x)\leq 0\}$ được gọi là có tiệm cận nghiệm tại vô hạn nếu hệ này vô nghiệm và tồn tại một dãy $\{x^k\}_{k=1}^{\infty}$ trong $\{x\in \R^n: g(x)\leq 0\}$ sao cho $\lim\limits_{k\rightarrow \infty}(f(x^k))=t.$

Cặp hàm $\{f(x), ~g(x)\}$ được gọi là thỏa mãn điều kiện BC nếu tồn tại $\lambda\in \R$ để hệ $\{f(x)=t, g(x)\leq 0\}$ vô nghiệm với mọi $t\leq \lambda$.
\hdn

\vd
Lấy $f(x)=x_1^2, g(x)=-x_1x_2+1$. Dễ thấy hệ $f(x)=x_1^2=0, g(x)=-x_1x_2+1\leq 0$ vô nghiệm, dãy $\{\dfrac{1}{k}, k\}_{k=1}^{\infty}$ thuộc $\{x\in \R^n: g(x)\leq 0\}$ và $f(\dfrac{1}{k}, k)=\dfrac{1}{k^2}\rightarrow 0$ khi $k\rightarrow\infty.$ Vậy theo định nghĩa trên hệ $\{f(x)=0, g(x)\leq 0\}$ tiệm cận nghiệm tại vô hạn.
\hvd

 \chapter{ Hệ tiệm cận nghiệm tại vô hạn}
 
 \section{Phần bù Schur}
 Chú ý rằng nếu $M$ là ma trận đối xứng thì tồn tại các ma trận đối xứng $A, C$ và ma trận $B$ sao cho
 $$
 M=\left(\begin{array}{cc}
 	A & B \\
 	B^{\top} & C
 \end{array}\right),
 $$giả sử det$C\ne 0$ khi đó  $A-B C^{-1} B^{\top}$ được gọi là phần bù Schur của $C$.
 
 Ta có đẳng thức sau $$
 M=\left(\begin{array}{cc}
 	A & B \\
 	B^{\top} & C
 \end{array}\right)=\left(\begin{array}{cc}
 	I & B C^{-1} \\
 	0 & I
 \end{array}\right)\left(\begin{array}{cc}
 	A-B C^{-1} B^{\top} & 0 \\
 	0 & C
 \end{array}\right)\left(\begin{array}{cc}
 	I & B C^{-1} \\
 	0 & I
 \end{array}\right)^{\top},
 $$

\section{Hệ tiệm cận nghiệm tại vô hạn}
 

\chapter*{\Large \bf KẾT LUẬN}

Với mục tiêu đi sâu nghiên cứu, tìm hiểu về điều kiện để hệ phương trình bậc hai nhiều biến tiệm cận nghiệm tại vô hạn, luận văn giới thiệu ba định lý  \\
\indent 1. Trình bày   khái niệm và một số tính chất của Phần bù Schur . \\
\indent 2. Trình bày  chi tiết một số  kết quả có liên quan đến ma trận bút chì và SD.\\
\indent 3. Trình bày  hệ tiệm cận nghiệm tại vô hạn. 
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